Negruşeri Cosmin

Probleme cu numere lipsă şi nu numai ….

Problema 1: (interviu m$)
Se dau n-1 numere distincte de la 1 la n, să se dea un algoritm cât mai eficient care să determine numărul lipsă.

Rezolvare:

Prima rezolvare ce ne poate veni în minte este aceea ca pentru fiecare număr de la 1 la n să verificăm dacă numărul curent nu există în şir prin o parcurgere. Un astfel de algoritm are complexitatea O(n^2) şi vom vedea mai departe că putem obţine soluţii mult mai bune. 

O rezolvare trivială ar fi să sortăm cu metoda noastră preferată numerele şi să le parcurgem pentru a vedea când a[i] != i. Această rezolvare are complexitatea O(n log n).

O rezolvare mai eficientă poate fi dată urmărind ideea algoritmului quick sort. Putem împărţi numerele în două mulţimi, una în care vom pune mumerele mai mici sau egale cu n/2, iar în cealaltă numerele mai mari decăt n/2. Acum vom şti dacă numărul lipsă este mai mic sau egal cu n/2 sau mai mare ca n/2 după numărul de elemente din fiecare listă. Astfel în O(n) paşi am redus problema la jumătate. Dacă avem T(n) timpul de execuţie al acestui algoritm atunci T(n) = T(n/2) + O(n) = O(n). Deci algoritmul este liniar, şi foloseşte memorie O(n) ignorând memoria consumată de şirul de numere O(log n) pentru stiva din algoritmul divide et impera.
O altă idee este aceea de a folosi un tabel de dispersie sau un şir de valori booleene care va folosi memorie suplimentară O(n), iar dacă folosim biţi reducem memoria suplimentară la O(n/log n).

O rezolvare elegantă se foloseşte de proprietatea că suma numerelor naturale de la 1 la n este n(n+1)/2 iar suma numerelor o putem afla prin o parcurgere. Acum determinarea numărului lipsă se face prin scăderea din suma numerelor de la 1 la n a sumei numerelor noastre. Această soluţie are complexitatea O(n) ca timp şi O(1) ca memorie folosită.
Dacă n este destul de mare s-ar putea ca n(n+1)/2 să depăşească domeniul de reprezentare al întregilor de pe calculatorul nostru şi ar trebui să implementăm operaţii cu numere mari ca soluţia anterioară să producă rezultatul corect. O rezolvare ce nu are această problemă se foloseşte de operaţia xor şi de proprietăţile ei a xor a = 0 şi a xor b = b xor a. Vom face suma xor a numerelor a[i] xor i cu i de la 1 la n:

S = a[1] xor 1 xor a[2] xor 2 xor … xor a[n] xor n

  Astfel fiecare număr care apare în şir va fi în sumă de două ori şi va fi anulat, iar pentru numărul lipsă, în sumă va apărea doar indicele lui, care este şi valoarea finală a sumei. Soluţia are compexitatea O(n) ca timp şi O(1) ca spaţiu.

Problema 2: (interviu m$)

Se dă un şir de n+1 numere de la 1 la n  în care unul se repetă iar restul sunt distincte, să se dea un algoritm cât mai eficient care să determine numărul ce se repetă.

Rezolvare:

Evident abordările de la problema anterioară se aplică şi aici.
Problema 3: (lot 1999, interviu  m$)
Se dă o listă înlănţuită prin primul ei element. Se cere un algoritm cat mai eficient dacă lista are sau nu ciclu.

Rezolvare:
Fie n numărul total de elemente ale listei. O soluţie în O(n) timp şi O(n) memorie ar fi să parcurgem lista şi să adăugăm pe rând elementele listei unui tabel de dispersie. Când am introdus acelaşi element de două ori în listă este evident că am găsit un ciclu. O metodă folosită de unii concurenţi a fost parcurgerea listei pe o perioadă de timp determinată, de exemplu timpul de execuţie fixat în problemă. Acum sunt şanse mari ca dacă nu am ajuns la capătul listei aceasta să aibă ciclu.

Există un algoritm mai elegant ce foloseşte memorie suplimentară O(1) şi este liniar.Acest algoritm se numeşte algoritmul lui Floyd de detecţie a ciclului într-o listă . O aplicaţie importantă a lui este algoritmul Pollard rho folosită pentru factorizarea întregilor cu multe cifre.
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Algoritmul foloseşte doi pointeri a şi b, unde a se mişcă de două ori mai repede decât b în listă, de aceea se mai numeşte şi algoritmul iepurelui şi ţestoasei. Reprezentarea grafică seamană cu litera grecească rho. Notăm lungimea lanţului cu lambda şi lungimea ciclului cu niu.

a = b = cap

repeta

a = a.next.next
b = a.next

cat timp (a!=b)

Când a şi b sunt amândoi în ciclu a îl va ajunge din nou pe b. Puteti vedea exact cum prin analiza cazurilor în care lungimea ciclului e pară sau impară. În exemplul desenat după şase iteraţii cei doi pointeri vor indica acelaşi element.

Pentru determinarea lungimii ciclului se mai poate face o parcurgere în care doar un pointer se mişcă. Acum după ce ştim lungimea niu a ciclului putem afla şi lungimea lambda a lanţului astfel luam un pointer la începutul listei şi al doilea care a facut deja niu paşi în listă. Acum îi mişcăm pe cei doi cu aceiaşi viteză, dupa lambda paşi cei doi pointeri vor fi egali. Astfel am obţinut o rezolvare liniară.


Problema 4: (ibm research: ponder this)

Un şir ce poate fi numai citit de lungime n conţine numere întregi din mulţimea {1, 2, …, n-1}. Folosind principiul lui Dirichlet deducem că cel puţin un element se repetă. Găsiţi un algoritm liniar care afişează o valoare ce se repetă folosind memorie suplimentară constantă şi nemodificând la nici un pas vre-un element din şir.

Rezolvare:
Aici nu merge soluţia cu suma xor de la problemele 1 şi 2 pentru că numerele pot fi repetate oricum şi nu putem folosi relaţiile obţinute cu ajutorul pentru a determina un număr care se repetă.
Dacă toate elementele în şir ar fi distincte atunci şirul ar avea structura unei permutări, cum ele nu sunt neapărat distincte ne vine ideea de a vedea care este diferenţa între un asemenea şir şi o permutare. Astfel vom folosi idei care apar la permutări cum ar fi ciclurile permutărilor. Fiecare element din şirul nostru indică înspre altul, deci ne putem gândi la şirul nostru ca un graf orientat în care arcele sunt (i, a[i]). De exemplu putem face următoarea reprezentare pentru şirul [image: image4.png]
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3, 2, 1, 3, 4:
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Din fiecare nod iese câte un arc şi cum sunt un număr finit de noduri rezultă că din orice nod pornim ajungem într-un ciclu. Chiar în momentul în care intrăm în ciclu, acel număr se va repeta, deci vrem ca la început să fim într-un nod ce nu aparţine vreunui ciclu. Spre fericirea noastră un astfel de nod e nodul n, pentru că nici un element a[i] nu va fie gal cu n. Deci dacă pornim de la nodul n suntem înafara vreunui ciclu şi putem să mergem pe drumul pe care îl indică pentru a ajunge eventual într-un ciclu. Am văzut în problema anterioară cum determinăm pentru o listă ce are ciclu lungimea lanţului, astfel putem determina elementul de la intrarea în ciclu în complexitate O(n) şi problema noastră este rezolvată.
Problema 5:
Se dă un şir de N întregi ce conţine numere între 1 şi N. Să se determine dacă acest număr este o permutare cât mai eficient, fără a distruge şirul.

Rezolvare

Pentru că valorile şirului sunt întregi iar valorile elementelor unei permutari sunt pozitive rezultă că ne putem folosi de bitul de semn al fiecărui număr pentru că acesta rămâne liber. Vom verifica întăi dacă exiostă vre-un element negativ în şir. Apoi dacă nu există vom marca elementele parcurse din ciclurile permutării astfel a[i] = –a[i]. Dacă trebuie să marcăm un element de două ori sau în parcurgerea iniţială am găsit un număr negativ atunci cele N numere nu reprezintă o permutare. Pentru a aduce şirul înapoi la starea îniţială vom schimba toate elementele ce au semn negativ din şir cu valorile lor în modul. Astfel am obţinut o rezolvare liniară ce foloseşte spaţiu suplimentar O(1).
Problema 6: (interviu m$)
Se dau n numere de la 1 la n, unul dintre ele unul apare de două ori în şir iar restul sunt distincte, evident un număr nu va apărea niciodată. Să se dea un algoritm cât mai eficient care să determine numărul lipsă şi numărul ce apare de două ori.

Rezolvare:

Notăm cu a numărul lipsă şi cu b numărul ce apare de două ori.

Majoritatea celor ce ştiu rezolva problema întâi prin cele două soluţii optime, cea cu suma numerelor şi cea cu suma xor, abordează această problemă obţinând două relaţii diferite asupra numărului lipsă şi numărului ce apare de două ori din care apoi încearcă să obţină valorile cerute. Relaţia ce o obţinem scăzând din n(n+1)/2 suma numerelor din fişier este a – b, iar făcând suma xor a numerelor din fişier şi a numerelor de la 1 la n obţinem relaţia a xor b. Acum suntem tentaţi să credem că putem din cele două relaţii să obţinem numerele a şi b dar acest lucru nu e adevărat pentru că de exemplu numerele 10 şi 9 (1010 şi 1001 în baza 2) au diferenţa 1 şi suma xor 3 iar numerele 6 şi 5  (110 şi 101 în baza 2) au şi ele diferenţa 1 şi suma xor 3. Tragem de aici concluzia că cele două relaţii nu identifică unic o pereche de numere, şi deci nu pot fi folosite pentru a rezolva problema.
Ştim care este valoarea diferenţei D1 = a – b acum mai avem nevoie de o relaţie pentru a determina numerele a şi b. Ne vine natural dacă am folosit operaţia de adunare pentru a obţine o relaţe să încercăm să folosim operaţia de înmulţire pentru a obţine cea de-a doua relaţie. Vom avea:

a/b = n! / a[1] * a[2] * … * a[n]. Această relaţie nu poate fi calculată în O(n) pentru că numărul de cifre al lui n! nu este constant. Pentru a nu lucra cu numere mari am putea să logaritmăm întreaga relaţei şi obţinem lg a – lg b = lg 1 + lg 2 + ... + lg n - lg a[1] - lg a[2] - ... - lg a[n], dacă calculatoarele ar putea face calcule matematice perfecte cu numere reale această rezolvare ar fi bună, din păcate acest lucru nu este adevărat şi rezolvarea are mari probleme cu precizia. 

O a doua relaţie o putem obţine ca diferenţă între suma pătratelor numerelor de la 1 la n şi pătratelor numerelor din fişier. Astfel vom ştii valoarea diferenţei D2 = a^2 – b^2. Din aceste două relaţii putem uşor afla că numerele a şi b sunt respectiv egale cu (D1 + D2/D1)/2 şi (D2/D1 – D1)/2. Această rezolvare are complexitatea O(n) ca timp şi O(1) ca spaţiu.
Problema 7:

Se dau n – k  numere distincte de la 1 la n. Să se dea un algoritm cât mai eficient care să determine numerele lipsă.

Rezolvare:

Fie a, b, c … numerele ce lipsesc.

Am putea extinde ideea din problema anterioară pentru a obţine în O(nk) sumele S1 = a + b + c + … ,  S2 = a^2 + b^2 + c^2 + …, …., Sk = a^k + b^k + c^k + … şi să obţinem valorile elementelor a, b, c ... dar în general dacă numărul k este variabil putem găsi soluţia ce satisface toate cele k relaţii în timp exponenţial. O metodă de găsire a soluţiilor este de a transforma relaţiile într-un polinom care are rădăcini numerele a, b, c, ... . Pentru a găsi un asemenea polinom          P(x) = a0X^k + a1 X^k-1 + … ak putem folosi relatiile lui Viete [1]
  s1  = a + b + c + d …

  s2 = ab + ac + ad + bc + bd + cd …

  s3 = abc + acd + bcd …

  s4 = abcd + …

  si = (-1)^i an-i/an

Aceste sume sk sunt numite polinoame simetrice şi sunt strâns legate de  sumele de puteri k Sk prin relaţiile Newton Girard[2].
Astfel avem un algoritm ce determină polinomul în O(nk) şi spaţiu O(k) (dacă ignorăm faptul că numerele ar putea depăşi intervalul numerelor reprezentabile pe un întreg) dar determinarea soluţiei finale se poate determina în O(1) doar pentru ecuatii de gradul doi sau trei, unde ştim formule care rezolvă problema, pentru ecuaţii de grad mai mare nu există formule generale şi trebuie să aplicăm metode care aproximează soluţiile. O astfel de metodă simplă ar fi să derivăm polinomul, să determinăm soluţiile pentru P’(x) = 0 iar apoi să ne folosim de căte o căutare binară pentru a găsi soluţiile P(x) = 0 pentru fiecare interval de două soluţii consecutive ale derivatei.
De exemplu pentru trei numere lipsă a, b, c este uşor să determinăm valorile S1 = a + b + c, S2 = a^2 + b^2 + c^2, S3 = a^3 + b^3 + c^3. S1^2 = a^2 + b^2 + c^2 + 2ab + 2bc + 2ac = S2 + 2s2, S1^3 = a^3 + b^3 + c^3 + 3a^2b + 3a^2c + 3b^2a + 3b^2a + 3c^2a + 3c^2b + 6abc = S3 + 3(a^2b + b^2a + abc) + 3(a^2c + c^2a + abc) + 3(b^2c + c^2b + abc) – 3abc = S3 + 3ab*s1 + 3ac*s1 + 3bc*s1 – s3 = S3 + 3s2*s1 – s3. Din aceste relatii ştiind S1, S2 şi S3 putem să obţinem uşor valorile s1, s2 şi s3 şi apoi vom aplica formulele lui Cardano de rezolvare a ecuaţiei de gradul trei pe ecuaţia x^3 – s1 x^2 + s2 x – s3 = 0.
Problema 8:

Într-o structură de date avem n - 1 numere întregi, pentru simplitate n = 2^b - 1 cu numere distincte de la 0 la n, asupra elementelor din sctuctura de date putem face următoarea operaţie getBit(i, j) ce ne returnează al j-lea bit din reprezentarea binară a numărului a[i]. Astfel dacă a[4] = 11 atunci getBit(4, 3) returnează 0 pentru că 11 se scrie în baza 2 ca 1011. Să se dea o soluţie eficientă ce ne găseşte numărul lipsă.

Rezolvare:

Acum vom folosi din nou un algoritm bazat pe paradigma divide şi stăpâneşte. La primul pas vom împărţi mulţimea în două mulţimi, cea a numerelor pare şi cea a numerelor impare şi vedem în care dintre ele Este numărul nostru lipsă. Astfel am aflat ultimul bit al rezultatului. Acum putem aplica recursiv procedura aceasta pe numerele din o listă cu jumătate din lungimea listei iniţiale împarţite la doi. Această împărţire la doi e doar logică, pur şi simpu ignorăm ultimul bit al numerelor. Această soluţie are compelxitate O(n) pentru că după fiecare pas executat în timp liniar, dimensiunea problemei se înjumătăţeşte. Memoria suplimentară folosită e O(n), avem nevoie de doi vectori care să păstreze indicii elementelor pare respectiv impare.
Problema 9:

Generalizăm problema anterioară şi cerem pentru un şir din care lipsesc n –k numere un algoritm eficient.

Rezolvare:

Din nou vedem câte numere din şir au ultima cifră 0 şi câte au cifra 1. Astfel putem determina k0 ca numărul de numere cu ultima cifră 0 ce nu apar în şirul nostru şi numărul k1 de numere care lipsesc din şirul nostru şi se termină în 1. Astfel dacă am notat timpul de rezolvare al problemei noastre T(n, k) acum avem de rezolvat două subprobleme cu timpii T(n/2, k0) şi T(n/2, k1). Din nou cei k0 în k00 şi k10 întregi care se termină în 00 respectiv 10 în reprezentarea în baza 2. Această soluţie are complexitate O(n log n) şi nu îmbunătăţeşte cu nimic soluţia în care sortăm elementele şirului.
Problema 10: (el judge)
Se dau n numere întregi astfel încât fiecare număr apare de un număr par de ori înafară de un număr ce apare de un număr impar de ori. Se cere determinarea numărului ce apare de număr impar de ori. De exemplu în şirul 1 2 2 3 1 2 2 2 3 3 3, numai elementul 2 apare de un număr impar de ori.
Rezolvare:
Este evident că dacă facem suma xor a tuturor numerelor, rezultatul va fi numărul ce apare de număr impar de ori. Astfel soluţia are complexitatea O(n) ca timp şi O(1) ca memorie folosită.

Problema 11: (info-Oltenia 2005 clasa a IX-a)
Se dau n şiruri formate din cifre de la ’1’ la ’8’(inclusiv) de lungime maximă 500. Toate şirurile sunt repetate de k ori sau de multiplu de k ori, cu excepţia unui singur şir care nu este repetat de k ori sau de multiplu de k ori. Să  se afişeze şirul care nu se repetă de k ori sau de multiplu de k ori. (1(n(32000, k<2005)
Rezolvare:

Putem face o soluţie similară cu cea de mai sus, ţinem un tablou A cu 500*8 componente , fiecare linie i a sa corespunzând cifrelor de pe pozitia i din sirurile de cifre date la intrare. Când procesăm un şir dintre cele date la intrare, dacă el are pe poziţia i cifra j atunci incrementăm elementul A[i][j]. În acest tablou, pe fiecare linie i, toate elementele înafară de unul vor fi 0 sau multiplu de k, iar elementul A[i][j] care nu e nu e multiplu de k este a j-a cifră a numărului care se repetă de un număr de ori ce nu este divizibil cu k. Această soluţie are complexitate ca timp O(nL) iar ca spaţiu O(L) unde L este lungimea maximă a unui şir de cifre.
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