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Teoria jocurilor: numerele

Sprague Grundy

Cosmin-Silvestru Negruseri

Domeniv relativ nov si inca necercetat in adéncime, teoria jocurilor este o
ramura a matematicii in care de multe ori primeaza inventivitatea si nu
cunostintele. Tocmai din acest motiv, in cadrul acestui articol vom introduce
cateva notiuni teoretice care ne vor ajuta in rezolvarea uner probleme din

Ingeniozitatea celor pasionati poate fi testatd prin intro-
ducerea unor probleme de teoria jocurilor la concursurile
de matematici si informatici.

Deoarece in Romdnia, teoria jocurilor nu este studiati
in scoli, problemele din acest domeniu pot pune in
dificultate concurentii.

Pentru inceput ne vom familiariza cu jocul clasic NIM:

Se considerd n gramezi de pietre. Doi jucdtori, vor ri-
dica (alternativ) oricite pietre dintr-o singurd gramada.
Castigatorul este cel care ia ultima piatrd.

Pentru cazul trivial in care numirul de grimezi este
egal cu 1, primul jucator are evident strategie de cistig, el
putand lua toate pietrele din grimada.

Dacid numirul de grimezi este egal cu 2, primul jucitor
are strategie de cdstig atunci cind numdrul de pietre din
prima grimada este diferit de numdrul de pietre din cea de-
adoua, strategia lui fiind cea de a aduce tot timpul grimada
mai mare la numdrul de pietre al grimezii mai mici, si cum
jocul este finit, inseamnd ¢ primul jucdtor o s aduci jocul
in starea (0, 0).

Dacid numirul de grimezi este mai mare decat doi stra-
tegia se complici si nu se mai observd cu "ochiul liber". Sti-
rile castigitoare pentru mai multe grimezi sunt acele stiri
pentru care suma XOR a numerelor de pietre din grimezi
este diferiti de 0, restul stirilor fiind de pierdere.

De exemplu, dacd avem o gramadi cu o piatri, o gra-
madi cu trei pietre, o gramadd cu cinci pietre si 0 gramadd
cu sapte pietre:

[e]

000
00000
000000

atuncl vom avea:

1=(0001),
3=(0011),
5= (0101),
7=(0111),

efectudnd XOR (operatorul A in C/C++) intre reprezenti-
rile binare ale numerelor obtinem 0 = (0000).,.

Conform propozitiei de mai sus aceastd stare este de
pierdere.

Sd demonstrim cele afirmate.

Dintr-o pozitie cu suma XOR egald cu 0, pentru orice
mutare ajungem evident la o pozitie cu suma XOR diferitd
de 0, pentru cd luand dintr-o grimadd un numdr x de pietre,
in suma XOR corespunzitoare noii stiri bitul cel mai
semnificativ al lui x va avea valoarea 1.

Mai rimane de demonstrat cd din orice pozitie cu suma
XOR diferitd de 0 putem trece printr-o mutare convena-
bild intr-o pozitie cu suma XOR egali cu 0.

Ciutim o grimadi care are un numdr de pietre mai ma-
re sau egal cu cea mai mare putere a lui 2 care apare in suma
XOR. Fie x valoarea sumei XOR a tuturor grimezilor siy
numirul de pietre din grimada gisitd mai devreme. O mu-
tare "castigitoare" este extragerea din grimada gdsitd care
are y pietre a y - (x XOR ) pietre (x XOR y este mai mic
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decit y pentru ci se anuleazd bitii cei mai semnificativi ai
lui y si x). Atunci noua sumid XOR va fi egali cu 0.

De exemplu: 4 ~ 8 ~ 17 = (00100), ~ (01000), *
(10001), = (11101),=29

Mutarea castigitoare constd in a lua din cea de-a treia
gramadd un numi de pietre egal cu:
17 - (17729) =17-17"29=5=(00101),.

Dupi acest pas grimezile vor avea 4, 8, 12 pietre. Ne
aflim astfel intr-o stare cu suma XOR egal cu 0.

Exemplificim in continuare cteva probleme in care se
foloseste strategia de la jocul NIM.

Problema 1

Pe o tabld de sah, care are 7 - m cdsute, sunt plasati pe prima
linie 7 pioni albi si pe ultima linie 7 pioni negri. Fiecare
dintre cei doi jucdtori poate muta un singur pion, care 1i
apartine, un numir strict pozitiv de cisute in sus sau in jos,
astfel incat si nu ajungd vreun pion alb si fie mai jos dect
pionul negru de pe aceeasi coloand. Pierde jucitorul care
nu mai poate muta.

Aceastd problemi este o deghizare a jocului N/, nu-
mdrul de pitritele libere intre pionul alb si pionul negru de
pe coloana 7 putdnd fi considerat numirul de pietre din gri-
mada 7.

Singura diferentd este ci se pot adduga pietre la grimada
(existand posibilitatea mutdrii tnapoi).

Aceastd problemd se rezolvd usor, jucitorul care are
strategie de cstig putdnd evita asemenea mutiri. O astfel de
mutare poate fi utili numai pentru jucitorul care este intr-
o pozitie de pierdere.

Cand jucatorul care nu are strategie de cistig muti ina-
poi x casute, celilalt jucdtor va muta pionul propriu de pe
aceeasi coloand cu x cisute in fatd, astfel ajungindu-se la
aceeasi stare cu cea existentd cu doud mutdri anterior (con-
siderand diferenta pozitiilor).

Problema 2
Aceastd problemd a fost propusd spre rezolvare participan-
tilor la barajul pentru lirgirea lotului national din 1997.

Pe o linie sunt plasate la coordonate intregi 2 - 7 piese
rosii si albastre.

Fiecare piesd rosie poate fi mutatd in dreapta oricte
pozitii astfel incit si nu sard peste o piesd albastrd, iar
piesele albastre pot fi mutate oricte pozitii la stinga astfel
inct sd nu depdseasci vreo piesd rosie. Piesele vor alterna:
rosu, albastru, rosu, albastru etc. Pierde jucitorul care nu
mal poate muta.

Aceastd problemd poate fi, de asemenea, redusi la jocul
NIM. Diferentele pozitiilor perechilor de piese rosii si al-
bastre consecutive constituie numdrul de pietre al grimezi-
lor din jocul NIM.

Problema 3
(El Judge MIPT online programming contest Nim Game
Give Away!)

Se considerd 7 grimezi de pietre, jucitorii mutd alter-
nativ, fiecare jucitor extrigind oricite pietre dintr-o singu-
ri grimadd. Cel care ia ultima piatrd pierde jocul.

Strategia acestui joc este similard cu cea aplicatd in jocul
NIM cu cateva mici diferente.

Jucitorul care are strategie de cdstig in pozitia curentd
in cadrul jocului NIM face aceeasi mutare pe care ar face-o
in cazul jocului NIM, exceptind cazul in care aceastd mu-
tare lasd doar grimezi cu o singurd piatrd si numirul aces-
tor grimezi este par. In aceast situatie, daci ar trebui si ia
x pietre, jucdtorul poate lua x - 1 pietre din grimada actu-
ald, pentru ca numirul de grimezi sd fie impar si el si facd
ultima mutare.

Numerele Sprague Grundy

Jocurile care prezintd interes pentru jucdtori sunt acelea ca-
re necesitd examinarea unui numdr foarte mare de stiri pen-
tru determinarea strategiei de castig, deoarece in caz con-
trar castigdtorul s-ar cunoaste chiar de la inceput. Spre deo-
sebire de acestia, matematicienii sau informaticienii sunt
interesati de determinarea unor strategii pentru astfel de
jocuri.

Toate jocurile impartiale cu doi jucitori cu informatie
totald pot fi reduse la jocul NIM care se joacd cu niste gri-
mezi virtuale, in care mutdrile posibile sunt extragerea ori-
cator pietre dintr-o grimadi sau adiugarea oricitor pietre
la 0 grimadi (asa cum am mentionat anterior, adiugarea de
pietre la o grimadd nu complicd analiza jocului).

Afirmatia anterioard constituie un rezultat al Teorie
Sprague-Grundy. Roland Percival Sprague (1936) si Pa-
trick Michael Grundy (1939) sunt doi matematicieni care
s-au ocupat, independent, de teoria jocurilor impartiale.

Majoritatea jocurilor impartiale se pot reduce la jocul
prezentat in problema Pioni de la runda 47 a concursului
de programare Bursele Agora. Acolo se mentiona urmi-
torul joc: Se considerd un graf aciclic care contine in noduri
cativa pioni, jucdtorii alterneazd la mutare si fiecare poate
muta cite un pion pe un arc care iese din nodul in care este
situat pionul. Pierde jucitorul care nu poate muta.

Cum graful este aciclic, jocul este finit si are intotdea-
una un castigitor. Practic, acest joc este suma unor jocuri,
mai precis suma a mai multor jocuri cu un singur pion pe
graful aciclic.

Jocul cu un singur pion poate fi analizat destul de usor,
fiecare nod al grafului putdnd fi colorat cu alb sau negru
dupd cum existd sau nu strategie de cdstig daci in nodul
curent ar fi pozitionat pionul. Aceastd colorare poate fi rea-
lizatd usor dacd se porneste de la nodurile firi urmas si la
fiecare pas se coloreazd cite un nod ai cirui urmasi sunt
deja colorati.



Orice joc impartial poate fi redus la un joc cu un singur
pion. Nodurile sunt pozitiile jocului si arcele grafului sunt
mutidrile posibile din fiecare pozitie. Jocul initial poate fi si
el transformat, dar numirul de noduri creste foarte mult
(pentru 7 pioni si m noduri, numirul de noduri din jocul
transformat este #”) si nu este practic si colorim graful re-
zultat. Folosind teoria dezvoltatd de Sprague si Grundy,
putem reduce complexitatea analizei jocului cu 7 pioni la
complexitatea analizei jocului cu un pion.

Vom introduce functia mex cu semnificatia: mex(S) es-
te elementul minimal natural care nu apartine multimii S.
Pentru fiecare nod x al grafului aciclic considerat, vom cal-
cula valoarea functiei gx = mex(gx,, gx,, ..., gx,), unde x,,
X,y ..., X, sunt urmasii nodului x in graf. Pentru nodurile
fird urmasi gx = 0.

Analog jocului cu un singur pion, graful poate fi eti-
chetat din aproape in aproape, pornind de la nodurile fird
urmasl.

Observim ci, dacd gx = 0 in jocul cu un singur pion
situat in nodul x nu avem strategie de castig, iar dacd gx este
diferit de O avem strategie de castig. Restul informatiei ne
ajutd la determinarea unei strategii pentru jocul cu 7 pioni.

Observim cd putem reduce acest joc la jocul NIM in ca-
re grimada virtuali asociatd pionului  are un numdr de pie-
tre egal cu valoarea g a nodului in care este situat pionul 7.

De ce este acest joc echivalent cu jocul NIM?

Asa cum la NIM puteam lua oricite pietre dintr-o gra-
madi, aici putem muta pionul dintr-un nod cu valoarea g
intr-un nod astfel incit noua valoare pentru pionul i poate
fi orice numdr dela 0la g - 1. Prin urmare, pentru a verifica
dacd suntem intr-o pozitie de cistig in jocul cu pionii, putem
aplica strategia jocului NIM si obtinem ci suntem intr-o
pozitie de castig dacd suma XOR a numerelor din nodurile
ocupate de cei 7 pioni este diferitd de 0. Aceastd sumid se
numeste functia Sprague Grundy, SG(i,, ..., 1) = gi,\ gi, "
gL N Ngl

Problema de la runda 47 se rezolvd acum usor efec-
tuind o sortare topologicd a nodurilor grafului aciclic si
numerotand nodurile folosind functia mex.

S3 studiem acum alte probleme care se pot rezolva fo-
losind numerele Sprague Grundy.

Problema 4
Problema Joc a rundei 13 a concursului de programare
Bursele Agora putea fi rezolvatd 1n acest mod.

fn acea problemi se cerea si verificim existenta unei
strategii de castig pentru un joc similar cu NIM in care se
putea lua dintr-o grimadi o piatrd sau un numdr prim de
pietre.

Daci determinim valorile Sprague Grundy pentru gri-
mezi de dimensiuni mici putem observa ci se repeta o suc-
cesiune de numere: 01230123 ...

Putem demonstra prin inductie c3 aceastd secventd se
va repeta la nesfarsit.

Pentru o grimadd de dimensiune 7 valoarea asociatd va
fi » modulo 4.

Pentru 0 < 7 < 3 afirmatia este adevaratd.

Vom presupune afirmatia adeviratd pentru toate valori-
le m < n. S3 demonstrim acum ¢ este adeviratd si pentru 7.

Deoarece putem lua din 7 pietre una, doud sau trei pie-
tre, mai rimane valoarea » modulo 4 care nu este eliminati
incd din valorile potentiale asociate grimezii de dimensiune
n.

Vom ardta in continuare cd aceastd valoare nici nu va fi
eliminati. Eliminarea ei ar insemna c3 putem lua din 7 un
numir p de pietre si atunci din (7 - p) modulo 4 = » modulo
4, am avea: p modulo 4 = 0, dar p este un numir prim, deci
valoarea Spragne Grundy asociatd unei grimezi de dimen-
siune 7 este z modulo 4.

Problema 5

(El Judge MIPT online programming contest, Stone game)
Se considerd k grimezi cu n,, n,, ..., n, pietre fiecare.

Cand este randul sdu, un jucitor poate lua dintr-o gramadi

27 pietre. Jucdtorul care ia ultima piatri castig.

Restrictii: & < 50, 7, < 1020,

S3 determindm valorile Sprague Grundy pentru grimezi

mici:
0:0;1:1;2:2;3:0;4:1;5:2;6:0

Observim si aici secventa repetitivi 0 120 1 2, deci am
putea trage concluzia ci valoarea Sprague Grundy asociatd
unei grimezi de dimensiune 7 este 7 modulo 3. Aceastd
afirmatie este adevaratd si urmeazd aceeasi demonstratie ca
in cazul problemei anterioare, iar restul modulo 3 pentru
un numir cu 200 de cifre este simplu de gdsit determinind
suma cifrelor numarului.

Problema 6
(El Judge MIPT online programming contest, Stone game
1

Se considerd k grimezi de pietre cu n, n,, ..., n, pietre.
Un jucdtor poate lua dintr-o grimadi la mutarea lui un nu-
mir pozitiv de pietre dar nu mai mult de jumitate din pie-

trele din grimada. Jucitorul care nu mai poate muta pierde.
Restrictii: & < 50, 7, < 100000.

Numdrul 100000 nu este foarte mare si valorile Sprague
Grundy pot fi determinate off-line si incluse in programul
nostru ca si constante.

Putem scrie pentru valori mici secventa Spragune Grun-
dy:
123456789 10111213 14
010213042 51 6 37

Pentru 7 impar valoarea asociatd este aceeasi cu valoarea
asociatd lui 7/2, si pentru n par valoarea asociatd este n/2.
Acest lucru se poate demonstra prin inductie matematica.
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Problema 7
(CEOI 2000, Cluj-Napoca, problema Sticks)

Se considerd 7 (n < 10) randuri de bete pe 0 masi, cu S,
(S, < 10) bete aliniate pe fiecare rind si doi jucitori. Betele
de pe rindul i sunt numerotate secvential dela 11a S,

Cei doi jucitori muti alternativ. Fiecare miscare consti
in eliminarea a unu, doud sau trei bete de pe acelasi rind.
Betele trebuie si fie numerotate secvential, adici si fie con-
secutive.

De exemplu, un rind are 10 bete si primul jucitor
elimind betele 4, 5, 6, deci vor rimane numai betele 1, 2, 3,
4, 8,9, 10. Al doilea jucitor poate lua la rindul siu betele
1,2,3, dar nu betele 3, 7, 8 pentru ¢i acestea nu sunt nume-
rotate consecutiv (bineinteles ci existd si alte mutiri va-
lide). Castigd jucdtorul care ia ultimul bit de pe masi.

Problema generald are o solutie ingenioasi care tine sea-
made parititile randurilor, dar la aceasti problemd, datoritd
mirginirii lui ; (5, < 10) nu este necesar si fim ingenioi.
Restrictia §; < 10, ne ajutd prin faptul cd numirul total de
pozitii (dacd jucim pe o singurd gramadi), este 2'°. Vom
reprezenta o pozitie printr-un intreg, iar daci acel intreg
are in codificarea lui binari pe pozitia 7 un bit de 1 inseam-
nd cd el reprezintd un rind de bete care contine 1n el bitul
numerotat cu z. Este usor de realizat un graf aciclic al mis-
carilor pentru un rand (graful este aciclic pentru ci la fie-
care mutare luim bete din configuratie). Numerotim fie-
care pozitie cu numerele Sprague Grundy, si acum pro-
blema deciderii dacd suntem sau nu Intr-o pozitie castigi-
toare devine banali. In problema initiald trebuia si jucim
impotriva calculatorului si s3 castigim. Putem realiza aceasta
folosind mutarea castigitoare prezentatd la jocul NIM.

Problema 8

Aceastd problemd a fost propusi spre rezolvare la concur-
sul Internet Problem Solving Contest (cel mai prestigios
concurs online) si o puteti gdsi la adresa http://ipsc.ksp.sk/
xxproblems/ipsc2003/g.php. Ea a fost folositd si la concursul
organizat de .campion la o rundi online. Rezolvarea ei,
complicatd, folosind numerele Sprague Grundy prezentate
in acest articol, se poate gdsi in [3], pe site-ul [7], sau pe site-
ul concursului .campion.

Problema 9

Aceastd problemi a fost propusd spre rezolvare la editia din

acestan a Olimpiadei Nationale de Informaticd din Ucraina.

Dot participanti mdnanci alternant din niste tablete de
ciocolatd dupi urmdtoarele reguli:

e taie 0 tabletd in doud, tiietura trebuie si fie paraleld cu
una din laturile tabletei si trebuie si nu taie patritelele de
ciocolati;

e poate si rupd si si mindnce orice linie sau coloani de
patritele care nu se afld pe marginea tabletei;

* poate sd rupd si s3 mindnce toate patritelele de pe mar-
ginea tabletei, cu conditia ca tableta rimasi s aibi cel pu-
tin dimensiunea 1 x 1.

Nici una dintre aceste trei mutiri nu poate fi efectuati
asupra unei tablete de dimensiune 1 x 1. Pierde jucitorul
care nu mai poate efectua nici o mutare.

In fisierul de intrare se va afla numirul N (1 <N <100)
de tablete, iar pe urmitoarea linie sunt N perechi de nu-
mere intregi care reprezintd dimensiunile tabletelor.

In fisierul de iesire se va afla un singur numir intreg re-
prezentind numirul mutirilor castigitoare pentru primul
jucdtor.

Pentru aceastd problemd vom calcula matricea SG,, care
reprezinti valoarea Spragune-Grundy asociatd unei tablete
de dimensiuni (3, /).

S3 vedem care este recurenta care va satisface elemen-
tele matricei SG:

§G,;=mex(SG,, A SG,;,, (1<k<)) mutarea intai
$G,, " SG...» (1<k<i)
SG N SG (1<k<j-1) mutarea a doua
SG, A SG,r,y  (1sk<i-1)
5G,00) (¢>2s17>2) mutarea a treia

Acum, pentru a calcula numirul de mutiri cistigitoare
efectudm asupra fiecdrei tablete din fisierul de intrare toate
mutdrile posibile care sunt cel mult de 4 - 100 + 1 si facem
suma XOR a valorilor Spragne Grundy pentru restul ta-
bletelor neimplicate in mutare si a tabletelor rezultate din
mutare. Pentru a calcula SG,; trebuie sa parcurgem cel
mult 2 -7+ 2 - j + 1 valori obtinute. Astfel, algoritmul de
determinare al valorilor matricei SG are ordinul de com-
plexitatea O(N?).

Complexitatea algoritmului care determini numdrul
de mutdri cstigitoare este O(N?).

Am vizut ci aceste numere sunt folositoare pentru re-
zolvarea unor probleme de jocuri combinatorice. Chiar da-
cd numirul stdrilor grafului nostru aciclic poate si fie foar-
te mare, putem si ne dim seama, citeodatd, din valorile
mici de o reguld pe care 0 urmeazi numerele, sau micar
putem determina mai usor configuratii pentru care jocul
are sau nu strategie de cdstig, fapt care ne poate ajuta in
descoperirea rezolvirii generale.
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