Problema 1 Galeti (Prof Adrian Panaete — Colegiul National ,,A. T. Laurian” Botosani)
Descrierea solutiei

Vom demonstra prin inductie ca efortul depus pentru a varsa toata apa in prima

< - . < -1
galeata din cele n este o valoare E,, cu proprietateacan—1< E, < n("z ),

Fie e; efortul depus cand virsam galeata cu numarul i. In momentul varsarii gileata
cotine cel putin apa continuta initial ( 1 litru ) si cel mult toata apa continuta in toate
galetile de la galeata i la galeatan (n — i + 1 litri) .

1<e;<n-—-i+1
Obtinem

nn-1)

E,=e;te;++e, 1+te,<(n—-1)+(n—-2)+--+2+1= >

Sa demonstram in continuare ca pentru orice valoare E,, cu proprietateacan—1 <

n(n-1)
E,<™%

exista cel putin o solutie.

Pentru n = 1 efortul depus este E; =0dar1-1<0< —1(12_1).

Pentru n = 2 efortul depus este E;, =1dar2—-1<1< —2(22_1).

Sa presupunem ca pentru n — 1 galeti stim deja ca putem varsa toata apa in prima

gileata cu orice efort E,,_; cu proprietateacan—2 < E,_4 < —("_1)2("'2) ,

Pentru n galeti consideram doua cazuri particulare:
Cazul 1.
Varsam primele n — 1 galeti in prima si la final varsam ultima galeata in prima.

Efortul depus la ultima varsare este 1 si pentru celelalte este E,,_; si astfel putem
varsa toata apa in prima galeata pentru

n-1)(n-2) N

1
2

n-1=n-2+1< E, <

Cazul 2.

Varsam ultimele n — 1 in a doua si la final varsam a doua galeata in prima galeata
pentru

(n—l)(n—2)+n_1:n(n—1)

2n—-3=n-2 —-1< E, <
n—-3=n +n <E,< 2 >

Pentru a arata ca in cele doua cazuri acoperim toate valorile posibile ale lui E,, intre
. n(n—1 . v L R, .
n—1si % este sufficient sa dovedim ca valoarea minima din al doilea caz nu poate

depasi valoarea maxima din primul caz cu mai mult de o unitate adica

n-1(n-2)
2

+1=22n-3-1

Ultima inegalitate este echivalenta cu (n — 3)(n — 4) > 0 si este evident adevarata
pentru orice valoare intreaga n.



Demostratia de pana aici ne sugereaza si o metoda prin care se poate realize
succesiunea de varsari construind aceasta succcesiune Reluam rationamentul pe
oricare interval de galeti [st, dr] contindnd m = dr — st + 1 galeti. Ne propunem sa
aducem toata apa in st cu un efort cunoscut ef.

Daca ef > 2m — 3 atunci procedam ca in cazul 2. Mai precis efectuam toate operatiile
de varsare care aduc apa din intervalul [st + 1,dr] in st + 1 cu efortul ef —m + 1 dupa
care efectuam varsarea din st + 1in st cu efortul m -1

in caz contrar prcedam ca in cazul 1 si mutam toata apa din intervalul [st, dr — 1] im st
cu efort ef — 1 dupa care varsam dr in st cu efort 1.

Implementarea se poate face in doua moduri:

Recursiv: implementam o functie cu parametrii st, dr, ef care va fi apelata recursiv in
functie de valoarea lui ef fie cu valorile st + 1,dr,ef —m + 1 fie cu valorile st,dr —
1,ef — 1. Larevenire se afiseaza st + 1 st in cazul primului apel respectiv dr st in
cazul celuilalt.

Iterativ: In loc s& implementam functia recursiva simulam stiva de apeluri memorand
varsarile in ordine inversa si trecand de la un pas la altul prin modificarea a 3 variabile
st,dr si ef care au initial valorile st = 1,dr = n,ef = e si rulam o instructiune
repetitiva pana cand dr = st sau echivalent ef = 0.

Algoritmul este liniar in ambele cazuri atat ca timp de executare cat si ca memorie
utilizata

Nota:
Structuri de date utilizate :
In cazul implementarii recursive nu se utilizeaza structuri de date.

In cazul implemetarii iterative este necesara implementarea stivei care contine raspunsurile.
Pentru aceasta se pot utiliza doi vectori standard iar ca alternativa se pot utiliza structuri
specializate din STL ( vector<pair<int,int>> stack<pair<int,int>>)

Tipul problemei

Ad-hoc, algoritm constructiv, greedy

In functie de rezolvarea abordata — recursivitate, two-pointers structuri de date(stiva)

Gradul de dificultate: 2



