g LOTUL NATIONAL g Targu Secuiesc
I \ l 4-11 mai 2017

DE INFORMATICA

Baraj 2 — Seniori

Problema popcorn — solutie

Problema se traduce in modul urmator: Se dau N intervale (inchise) [1[1], r[i]] cuponderiw[i] §i
M puncte. Sa se aleaga cele M puncte astfel incdt suma ponderilor intervalelor care intersecteazda macar
unul dintre cele M puncte este maxima.

Vom sorta in prealabil intervalele dupa capatul lor dreapta, din motive ce se vor vedea in continuare.

Sa presupunem ca avem o solutie partiala, in care ultimul punct (cel mai din dreapta) este pus pe pozitia
X. Observatia cheie este cd, pentru a nu numdra de mai multe ori, trebuie sa consideram pentru celelalte
puncte doar intervalele care au capatul dreapta strict mai mic decat X.

Avem in minte urmatoarea dinamicd: DP[i] [j] = solufia subproblemei in care considerim i
puncte gi intervalele cu capiat-dreapta mai mic sau egal cu Jj.

Relatia de recurentd este DP[1] [j] = min {DP[i - 1][x - 1] + C(x, j)},undeC(x,
j) este suma ponderilor intervalelorcu 1 [i] < x < r[i] < j. Complexitatea acestei solutii este
O (N® * M), dar are potential pentru optimizare.

Cum optimizdm? Evident, dinamica va fi calculata variind capatul j “baleiand” de la stanga la dreapta.
Vom tine o structurd de date in calitate de statut al liniei de baleiere, ce ne va determina sd aflam valorile
Val[x] = DP[i - 1][x - 1] + C(x, j).Latrecereala pasul j, vom adduga valoarea DP[i
- 1]1[3 - 1] pepozitia j si, pentru fiecare interval [1[k], r[k] = j], vom addugaw[k] pe
intervalul de pozitii [1 [k]...r[k]]. Structura de date va trebui sa poatd rdspundd in orice moment la
intrebari de tipul: care este valoarea maxima pe structura?

Pentru a implementa structura, putem folosi un arbore de intervale. Acest lucru conduce la solutia in
complexitate O (N * M * log (N) ), ce va trebui sa obtind 60 de puncte. Cu toate acestea, existd o
implementare care rezolva problema in complexitate mai buna (si e mult mai rapidd in practicd), pe care o
vom descrie in continuare:

Se poate demonstra usor cd, daca intr-un pas in procedeul de baleiere avem Val [x] < Val[y] cux
< vy, xnuvamai fi niciodata solutie in viitor, deci putem sd il eliminam. Astfel, putem {ine (abstract) o
lista descrescitoare de valori. Raspunsul se va afla mereu pe prima pozitie.

Orice incrementare pe aceasta listd se face pe un sufix al acesteia, ceea ce va determina zero, una sau mai
multe eliminari. Observam ca ne este mai usor sd tinem aceastd structura pe diferente consecutive (astfel,
incrementarile pe intervale se transforma in incrementdri pe pozitie). Dacd la un moment dat, o diferenta
este pozitiva, va “acumula” diferen{a anterioara si se va contopi cu aceasta. Acest lucru se poate
implementa folosind paduri de multimi disjuncte, iar complexitatea este, teoretic

Problema 1 - meow 172



g LOTUL NATIONAL g Targu Secuiesc
I v DE INFORMATICA l 4-11 mai 2017

Baraj 2 — Seniori

O(N * M * log* (N)), care este practic nediferentiabild de O (N * M) . Solutia aceasta ar trebui sa
obtind 75 de puncte.

Péana acum nu am discutat deloc problema unui M mare. Pentru a o putea ataca, va trebui sd observam ca
functia C (x, Jj) este Monge-concavd, ceea ce ne permite sd optimizam complexitafile de mai sus in
O(N * log(N) * log(MAXZ)),respectivO(N * log* (N) * log(MAXZ)),undeMAXZ
este o constantd (mare), in modul urmator:

Fie o valoare Z. Rezolvdm problema redusd, in care nu mai avem restrictie pe numarul de puncte, insa
fiecare punct are o pierdere asociatd 7 (cu alte cuvinte, pentru fiecare punct adaugat vom pierde scorul 7).
Este clar ca, cu cat aceastd valoare Z este mai mare, cu atdt numarul de puncte din solutie va fi mai mic
(acest lucru rezultd din Monge-concavitatea functiei de tranzifie).

Cu alte cuvinte, putem ciuta binar valoarea Z pentru care solutia problemei reduse are M puncte.
Implementarea solutiei problemei reduse este foarte asemdndtoare cu descrierile de mai sus. Este foarte
usor de vazut cd, daca problema redusa gaseste o solutie de cardinal M’ si valoare answer (M’ ), atunci
raspunsul pentru M’ puncte este exact answer (M’) + M’ * Z (cu alte cuvinte, pentru acel M’ ,
problema redusa “alege optim” si pentru problema noastra).

In functie de structura de date folositi ca statut pentru linia de baleiere, solutiile vor obtine 75, respectiv
100 de puncte.
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